Komplekse tal

Hvis z = a + ib og w = ¢ + id geelder
z+w = (a+c)+i(b+d)

z—w = (a—c)+i(b—d)
z-w = (ac—bd)+i(ad — bc)

2z _  atib _ actbd -bc—ad
w T ctid T c24d? +Zc2+d2’ w #0
Z—l _ a_ _ b
o242 aZ+b2
Konjugation
z+w = z4w
Z—wW = z—w
zZ-w = zZ-w
|22 =2-Z = a®+b?
z F
& (3), w#0

Geometrisk tolkning og eksponentialer

Hvis modulus benaevnes r og argument bensevnes 6 gaelder

r=lz| = Va?+?

|z =7r" , arg(z") =nb
Z2=z29 & r=riry, O0=01+0
lz+w| < [z]+ |w]
e = e%(cosb—+isind)
ez—i—w = e*.e%
(cosf+isinf)” = cos(nf)+isin(nf), neN

Konjugering af et komplekst tal er det samme som at spejle det i R-aksen.

Nar man differentierer sin eller cos gar man med uret og nar man integrerer
dem gar man mod uret.

Rgodder

Vaw = Vz/w
2w = V22w

Der findes n rgdder wq, w1, wo, ..., w,_1 til z som er givet ved
; 0 + 2k 0+ 2k
Wy =7Tne n — <cosu+isinﬂ>, 0<n<k keN, neN
n n

Hvis man far brug for at tage den n-te rod af i er en af lgsningerne

. ) T
Vi=elm, neRy



Andengradsligningen az? + bz 4+ ¢ = 0, a # 0 har lgsningerne

b= Vb2 — dac
a 2a

z

Algebrarens fundamentalsaetning (rgdderne til n-tegradsligningen bensevnes
r1,79. ..Tn)

2

Cn2" + epo12" N F 2" 2o = en(z—=r1)(z—12).(2 —1p)

Hvis r er en rod er den komplekst konjugerede 7 ogsa en rod.

Gransevaerdier

Folgen {a,} konvergerer mod a hvis der for ethvert reelt tal ¢ > 0 findes et
tal N € N saledes at |a, — a| < € for alle n > N; altsa

lim a, =a
T—00

Hvis {a,} og {b,} er to konvergente folger (eller funktioner) med lim,_,; a,, =
A og lim,_,; b, = B galder

linllan+bn:A+B
r—
lima, —b,=A—-B
r—l

lima,-b,=A-B

z—l

.oa, A
lim—=—, B#0
Imo = B7

L’Hopitals regel siger at graenseveerdien af en brgk, hvor teelleren og naevneren
enten begge gar mod 0, begge gar mod oo eller begge gar mod —oo, er lig
med graensevaerdien af teelleren differentieret over naevneren differentieret,
forudsat at denne greenseveerdi konvereger

Differentiable (og integrerbare) funktioner

En funktion f er differentiabel i a hvis folgende graenseveerdi eksisterer

i £ = 1)

r—a Tr—a

= f'(a)



Hvis ¢ er en konstant og der differentieres mht. = geelder

D] ¢ ] =0

D[ z° ] = cac!

D] ¢ ] = lne, ¢>0
D] e* | = ¢€°

D[ | = 2*1+nx)
D[ Vv ] = ﬁ, x>0
D[ Iz | = 3

D] sinz | = cosx

D[ cosz | = -—sinz

D] tanz | = m

Desuden geelder, hvis f og g er differentiable funktioner,

Dl e f@) ] = e fla)
Dl @) g | = fl)td@)
Dl f@)—g() | = f)-g()
Dl f@)-g@) | = flo)-gle)+ f(&)-g'@)
Dl fg@) ] = o) d@
@) @) g@) - f)-¢x)
b L(w)] @) 9@ #0

Hvis funktionen f : [a;b] — R har et maksimum eller et minimum i et indre

punkt ¢ €la; b, geelder
fl(e)=0

For funktioner af flere variabler er det gradienten der skal veere 0. Se igvrigt

kaedereglen for sammensatte funktioner af flere variable.

[af(z) dz = af f(z) dz

[ f(z)+g(z) dz = [f(z)dz+ [g(z) dx

[ f(z) —g(z) dz = [f(z)dz— [g(z)dz

[ f(g(x)) - ¢'(z) da = F(g(z))+C
[f@)dz=F@)+C & [flaz)de=240 a0

Integration ved substitution, hvor g(z) erstattes med ¢

[ o) az = [ s, at

Delvis integration, hvor G(z) er en stamfunktion til g(z)

/ f(@)g(x) de = f(2)G(x) - / f'(5)G(x) da



Differentialligninger

Fgrsteordens, linesere

Lgsningerne til
Yy + f2)y = g(x)
hvor F'(z) = f(x) er givet ved

y=e F@ (/ " @g(z) do + C’)

Fogrsteordens, seperable

Lgsningerne til
a(y)y = p(z)

findes ved at lgse folgende ligning mht. y (hvor Q'(y) = q(y) og P'(z) =

p(x))
Qy) = P(x) +C

Andenordens, homogene

Alle lgsningerne til den homogene ligning
y'+py +qy=0

afhaenger af rgdderne i den kakteristiske ligning r2 + pr 4+ ¢ = 0, der giver
anledning til tre tilfzelde

e To reelle rgdder r1 og 7o

y = Ce"* + De™*

e En reel rod r
y=Ce™* 4+ Dxe'™

e To komplekse rgdder r = a £ ib hvor b # 0

y = e (C cos(bx) + D sin(bx))

I alle tilfeelde geelder C, D € R. Givet tre reelle tal ¢, d og e findes der praecis
én lpsning saledes at y(c) = d og y'(c) = e.



Andenordens, inhomogene

Alle lgsningerne til den inhomogene ligning

y' +py +ay = f(2)
er givet ved
Y="Yp+Yn
hvor y, er en lgsning til den inhomogene ligning og y;, er en vilkarlig lgsning

(altsa uden konstanterne C og D) af den homogene ligning y” +py’' +qy = 0.
Se igvrigt s. 546-548 for metoder til at geette den forste lgsning.

Taylorpolynomier

Hvis f er n gange differentiabel i a da kan taylorpolynomiet skrives ved

n (k) (g
_ f ()(m—a)k

TS (@) k!

k=0

Hyvilket er det eneste n-tegradspolynomie som bade har samme funktionsvaerdi
og de samme n forsteafledede som f i a.

Koordinatsystemer
Cylinderkoordinater Kuglekoordinater
s s
P P
L] (]

P(r,0,2) P(p,0,0)
T =rcos© x = pcos Osin ¢
y =rsin©® y = psin O sin ¢
z=z z = pcos©



Definitionsmeaengder

En definitionsmeengde beskriver hvad funktionen kan tage af argumenter
(mens en veerdimeengde beskriver hvad den kan returnere). Definitions-
maengden har samme antal dimensioner som antallet af argumenter (typisk
en dimension lavere end grafen). I de fplgende underafsnit bensevner A
definitionsmaengden.

Randen

De punkter hvorom ligegyldigt hvor lille en kugle der laegges med centrum i
punktet vil den stadig indeholde noget inden i A og noget udenfor; da
Det indre

De punkter hvorom der kan laegges en tilstraekkelig lille kugle saledes at den
kun indeholder punkter fra A; A\0A

Tillukningen

Feellesmeengden af A og dens randpunkter; A = AU JA

Aben
En meengde der ikke indeholder nogle af sine randpunkter; A = A\0A

Afsluttet (“lukket”)

En maengde der indeholder alle sine randpunkter. En definitionsmaengde er
afsluttet hvis lighestegnene er svage (<,>,=); A= A

Begranset

Der kan laegges en kugle med centrum i origo (6 = (0,0,...,0)), der inde-
holder alle punkter i A. En mangde er kun begraenset hvis alle koordinaterne
er begraensede.

Isoleret punkt

Et punkt er isoleret hvis der ikke findes andre punkter i A vilkarligt teet pa
punktet; @ ¢ A\{a}

Akkumulationspunkt

Et akkumulationspunkt er et punkt der ikke er isoleret. Lige meget hvor
lille en kulgle der lzegges om det, indeholder den ogsa andre punkter fra A;
ae A\{a}



Partiel differentation

Ved partiel differentation differentierer man med hensyn til et argument ad
gangen. F.eks. skrives f differentieret alene mht. x

of

8—1;1(3?)7 f: (.’L‘l,iEQ,. .. ,I‘n)

Der er forskel pa hvor (Z) star i udtrykket; star den nede ved siden af brgken
som ovenfor skal f fgrst differentieres mht. 1, og derefter andvendes det
fremkomne udtryk pa Z.
Star det derimod oppe i telleren ved siden af f skal funktionen fgrst
andvendes pa & hvorefter dette udtryk differentieres mht. .
Hvis man differentierer det samme udtryk flere gange er raekkefglgen
ligegyldig
0% f
0xdy

_0f
~ Oyox

(z,y)

(z,y)

Frosne konstanter

Har man et partielt afledt udtryk og vil forsgge at finde den oprindelige
funktion, er det vigtigt at huske pa de “frosne konstanter”. Har man f.eks.
den afledte

of

kan den oprindelige funktion godt indeholde andre led med vy, f.eks.
fla,y) =2’y +y°

Idet led uden z forsvinder ved differentation mht. x.

Gradienten

Gradienten beskriver i hvilken retning funktionen vokser mest, samt hvor
hurtigt den vokser i denne retning. Det er vektoren af de partielle afledede
for samtlige argumenter

Vfa@) = (88—51(6), ey 8—:%(6)>

Niveauflader

Gradienten er altid vinkelret pa niveaufladen givet ved ligningen f(Z) = c.



Retningsafledede

Af en funktion af flere variable kan man tage den retningsafledede, hvilket
vil sige at man kigger pa hvor meget funktionen vokser i en bestemt retning.

Relationen mellem den retningsafledede og gradienten skrives
F(@7) = V@) -7

Tangentplan

Et tangentplan/hypertangentplan er en affin funktion som tangerer grafen i
et punkt. I dimensioner hgjere end tre kaldes det ofte for et hypertangent-
plan.

Tangentplanet h(Z) der gar igennem punktet @ udregnes ved

Wz) = f(a) + V(@) - (7 - a)

En tangentlinie givet ved ligningen h(Z) = 0 tangerer en niveauflade.

Kadereglen

Keadereglen bruges til at differentiere sammensatte funktioner partielt. Her
vises formlen for udtrykket k(z) = f(g(z)), hvor u = g(z):
ok of @

Or  Ou Ox

Tager den ydre funktion flere variabler, f.eks. to som i f(g(z),h(x)) kan
h(z) pa samme made erstattes med v, og der laegges blot et tilsvarende led
til i formlen

ok of 0g of 0Oh
9z~ ou dr " ov ox

Tager de indre funktioner (g, h, etc.) mere end en variabel, kan der
differentieres mht. disse ved at erstatte x i den ovenstaende formel med den
variabel, der skal differentieres efter (f.eks. y).

Funktionen k tager samme antal argumenter som de indre funktioner (f,
g, etc.). Husk at substituere u, v, etc. ind nar der er differentieret.

Ekstremumsvaerdier

En ekstremumsveerdi er enten et lokalt minimum eller et lokalt maksimum.
Ved lokalt menes at det ikke ngdvendigvis er det punkt med den mind-
ste/storste funktionsveerdi i hele definitionsmaengden (dette er det globale



maksimum), men at det er et punkt med en funktionsveerdi der er min-
dre/storre end alle de omkringliggende punkters. Maksimalveerdierne for en
funktion f: A — R kan skrives

{geA|IreR,:Vie{TeAlr>|v-a|}: /@ > /@)

Ekstremalvaerdisaetningen

Lad A C R™ veere en lukket, begrzenset meengde og f : A — R veere kontin-
uert. Da har f maksimal- og minimalpunkt(er).

Forsteaflededetesten

Hvis f: A — R har et lokalt maksimum eller minimum i @ sa gaelder det at
a er et kritisk punkt. Dermed geelder netop ét af de fglgende udsagn:

e dc0A (der et randpunkt) eller
e Vf eksisterer ikke i @ eller

e Vf(a@) =0, hvilket vil sige at d@ er et stationsert punkt.

Andenaflededetesten
Lad f : R? — R veere en C?-funktion. Hvis @ er et stationzert punkt for f
(altsa Vf(a) =0) og

o*f 0% f 0%f 2
A=—=(d = a C=_—(a D=AC-B
a$2 ( )7 amay (a)? 8y2 (a)?
Da geelder (alene for funktioner af to variable), hvis:

e D = 0} intet kan konkluderes.

e D <0F der et sadelpunkt.
e D>0og

— A >0F @ er et lokalt minimum.

— A< 0F der et lokalt maksimum.

Lagrange

Lad f - A, g - A, ACR"ogade A, g(@) = c. Lad en niveauflade
S ={7¥ e Al g(Z) = c}. Hvis f har lokalt ekstremalpunkt inden for S i @,
sa geelder netop ét af de folgende udtryk:

e Vg(@)=0 eller
e IX e R: Vf(a) = A\Vyg(a).
I det sidste tilfeelde far man typisk n + 1 ligninger med n + 1 ubekendte.
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